IL LINGUAGGIO MATEMATICO DELLA NATURA: I FRATTALI

La geometria dei frattali € una branca della matematica che studia forme irregolari e complesse
che la geometria euclidea tradizionale (quella di cerchi, triangoli, cubi, ...) non riesce a descrivere.

Mentre una linea ha una dimensione e un piano ne ha due, i frattali spesso occupano uno spazio
“intermedio”. La parola deriva dal latino fractus (spezzato), proprio perché descrivono oggetti con
dimensioni non intere.

Ecco i pilastri per capire questo mondo affascinante:
1. Le caratteristiche principali
Un oggetto per essere definito frattale deve solitamente possedere queste proprieta:

e auto-similarita: se si ingrandisce una piccola parte del frattale, questa apparira identica o
molto simile all’intera figura ... &€ come una scatola cinese infinita;

o struttura fine: il dettaglio persiste a qualsiasi scala di ingrandimento... non importa quanti
“zoom” si facciano, si troveranno sempre nuove complessita;

« dimensione frattale: a differenza delle figure classiche, i frattali hanno una dimensione
“non intera”, ad esempio, la “curva di Koch” (come vedremo) € pitl di una linea ma meno di
una superficie, quindi la sua dimensione € un numero compreso tra 1 e 2.

2. Esempi celebri
Se vogliamo esplorare questo campo, questi sono i nomi che si incontreranno piu spesso:

« insieme di Mandelbrot: probabilmente il frattale pit famoso, generato da una semplice
equazione iterata nel piano complesso: z,,, = 22 +¢, che crea forme organiche e
psichedeliche infinite;

« triangolo di Sierpinski: si ottiene rimuovendo ripetutamente triangoli equilateri da un
triangolo piu grande;

o insieme di Julia: strettamente correlato a Mandelbrot, produce spirali e strutture filiformi.

3. | Frattali nella Natura

Benoit Mandelbrot, il padre di questa disciplina, diceva: “Le nuvole non sono sfere, le montagne
non sono coni”.

La natura adora i frattali perché permettono di massimizzare I’efficienza (ad esempio, una
superficie enorme in uno spazio piccolo).



Esempio naturale Perché ¢ un frattale?

Broccolo

FOMANesco Ogni “punta” & composta da punte piu piccole identiche alla principale.

I rami dei bronchi si dividono ripetutamente per aumentare la superficie di

Polmoni umani : :
scambio ossigeno.

Piu piccolo e lo strumento di misura, piu la costa sembra lunga a causa delle

Coste geografiche infinite irregolarita.

Fulmini La scarica elettrica segue percorsi di ramificazione auto-simili.

Perché é importante?
Oggi usiamo la geometria frattale per comprimere immagini (JPEG), per progettare antenne per
smartphone (che devono essere piccole ma ricevere molte frequenze) e persino per modellare
I’andamento dei mercati finanziari o la crescita dei tumori.
Come si calcola la dimensione di un frattale?
Questo ¢ il punto piu “estremo” della questione.
Nella geometria classica siamo abituati a un mondo a compartimenti stagni:
e dimensione nulla: 0D (un punto);
e dimensione 1: 1D (una linea);
e dimensione 2: 2D (un piano);
e dimensione 3: 3D (un solido).
Ma i frattali rompono queste regole. Una curva frattale é cosi irregolare e cosi densa di ripiegamenti

che pu0 “occupare” piu spazio di una linea retta, ma non riesce a riempire completamente una
superficie. Quindi la sua dimensione e, per esempio, 1.26 ...

Come si calcola questa dimensione?

Non usiamo il righello, ma il logaritmo. Il concetto base e legato a come la forma “cresce” quando
la ingrandiamo.

Prendiamo la famosa Curva di Koch:



=

partiamo con un segmento;
lo dividiamo in 3 parti (s = 3, il fattore di scala);

3. sostituiamo la parte centrale con due segmenti, ottenendo in totale 4 parti (N = 4, il numero
di nuovi pezzi).

N

L’espressione D per la dimensione frattale e:

log N
D= : (w)
log s
Nel caso della Curva di Koch:
log 4
D=29% 12618
log 3
Vediamo il disegno per capire:
e prendo unsegmento
e lodivido in tre parti uguali:
(3 parti)
e cancello il segmento centrale:
e  costruisco due segmenti uguali a ciascuna delle due parti rimaste, come segue
(4 parti) *)

e  seripeto la precedente istruzione su ciascuno dei quattro segmenti prima ottenuti e

ottengo la seguente figura
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e Uuso lo stesso procedimento su ogni segmento della figura prima ottenuta: ed ecco cosa ottengo

(**)

(***)

e ¢ cosi di seguito, fino all’infinito.
Ora mi servo di internet e prendo la seguente figura, nella quale sono disegnati:

e un triangolo equilatero (i tre lati che lo formano sono segmenti tra loro uguali) (Passo 0)

e  suciascun lato la stessa costruzione (*) precedentemente fatta sul segmento inizialmente assegnato (Passol)
e continuo e opero la stessa costruzione (**) su ciascun segmento (Passo2)

e continuo e opero la stessa costruzione (***) su ciascun segmento (Passo3)
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Ingrandisco I’ultima figura per darne la sua bellezza
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Ora cerco di dire qualche cosa che non esiste nella geometria, cosi detta, tradizionale.

Immaginiamo di potere continuare indefinitamente la stessa costruzione su tutti i “segmentini”, sempre piu piccoli, che si incontrano
(e che mai diventeranno mai nulli) nel procedere con la stessa costruzione, nasce una considerazione che sembra un assurdo:

e il perimetro (contorno della figura) aumenta indefinitamente, ovvero tende all’infinito;

e I’area che questo contorno racchiude & “finita”.

PERCHE?

Perché ogni trasformazione aggiunge una piccola area all’interno della curva, ma questa, anche “complicandosi”, ¢ sempre racchiusa
in una circonferenza (la circonferenza circoscritta al triangolo equilatero della fig.1 Passo 0) avente area finita:

Cosa significa quel circa 1.2618?
Significa che la curva € piu di una linea ma meno di un’area.
Altri esempi di dimensioni “strane”

e Triangolo di Sierpinski: la divisione é in 2 parti ma se ne ottengono 3 nuove.
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La dimensione é:

D :Ioi?’ ~1.5849:

log 2
€ un oggetto che sta a meta strada tra un disegno e un foglio di carta pieno.

Spugna di Menger: un cubo pieno di infiniti buchi; e uno dei frattali piu affascinanti della
geometria, noto per un paradosso incredibile: ha una superficie infinita ma un volume pari a zero.

Per calcolare la dimensione D della Spugna di Menger, osserviamo come viene costruita: ogni cubo
viene diviso in 27 cubetti piu piccoli, ma ne vengono conservati solo 20 (rimuovendo il cubetto
centrale e i 6 cubetti al centro di ogni faccia). Allora I’espressione per calcolare la dimensione é:

_log 20
log 3

D ~ 2.7268

Ha pertanto una dimensione di circa 2.7268 ... € quasi un solido, ma tecnicamente ha volume zero e
superficie infinita.

Credo poter dire che sia un concetto che fa girare la testa perché sfida I’intuizione: un oggetto che si
puo tenere nel palmo della mano ma che ha un perimetro (o una superficie) infinito.

Dalla topografia alla dimensione frazionaria: il caso delle coste.

E un’ottima scelta il caso delle coste che ¢ I’esempio perfetto per capire come la dimensione
frattale non sia solo un gioco matematico, ma una proprieta fisica della realta. Questa questione &
nota come il “paradosso della costa”.

Immaginiamo di voler misurare la lunghezza della costa della Sicilia o della Gran Bretagna:

1. 1l problema del righello:

e se usiamo un “satellite” (righello da 100 km: I’idea del “righello di 100 chilometri” & un concetto affascinante
legato alla fisica orbitale e alla geodesia. Non si tratta di un oggetto fisico rigido (come un pezzo di legno o metallo lungo

100 km), ma di una configurazione di volo tra due satelliti) Otterremo una misura approssimativa che
taglia fuori molte baie e insenature;

e se camminiamo lungo la costa con un metro (righello da 1 m), dovremo aggirare ogni
singolo scoglio, la lunghezza totale aumentera drasticamente;

e se usiamo un righello da 1 cm, dovremo misurare ogni sassolino. La lunghezza crescera
ancora;

Il paradosso: piu piccolo é lo strumento di misura, piu la costa diventa lunga. Teoricamente, se
misurassimo gli atomi, la lunghezza tenderebbe all’infinito.

2. La dimensione come “grado di frastagliamento”
6



Poiché la lunghezza dipende dal righello, i geografi usano la dimensione frattale (D) per descrivere
quanto una costa sia “complicata”:

e una costa molto liscia (come alcune spiagge del Sud Africa) ha una dimensione vicina a 1.02
(quasi una linea retta);

e una costa molto frastagliata (come i fiordi della Norvegia) ha una dimensione vicina a 1.52
(quasi a meta strada tra una linea e un piano!)

Ecco di seguito la misura della lunghezza della costa dell’Inghilterra

che diventa sempre piu lunga cambiando la lunghezza del righello utilizzato per la
misurazione. Piu si diminuisce la lunghezza del righello (con un po’ di fantasia: ettometro,
decametro, metro, decimetro, centimetro, millimetro, micrometro, ...) € pit lungo € il contorno
dell’Inghilterra, con una estensione, pur in aumento, ma comunque finita.

m Vedi su internet per dare una vaga idea:
| frattali: matematica, arte e scienza - Aula di Scienze

NOTA.

Per calcolare la dimensione di una costa reale si usa spesso il metodo del Box Counting:
1. sisovrappone una griglia di quadrati di lato & sulla mappa;
2. si conta quanti quadrati (N) contengono un pezzo di costa;

3. si ripete rimpicciolendo la griglia.

La dimensione ¢ il coefficiente della relazione logaritmica:

D — lim P9 N()
£—00 1
log =
&

Questo approccio ha rivoluzionato la cartografia e la geologia. Invece di dire “questa costa ¢ lunga
1000 km” (che € un dato soggettivo basato sulla precisione della mappa), gli scienziati dicono (per
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esempio) “questa costa ha una dimensione di 1.25”. Questo numero é oggettivo e descrive la natura
geometrica del territorio a prescindere dalla scala.

Esempi di figure di frattali.

AD
L
£\ A 3

Curva di Koch Triangolo di Sierpinski Spugna di Menger

Come prima detto, la Spugna di Menger € un oggetto che sfida I’intuizione perché si colloca in
quella terra di mezzo matematica tra una superficie piana (2D) e un solido pieno (3D).

Ecco perché, matematicamente parlando, il suo volume “svanisce” nel nulla mentre la sua
superficie esplode “all’infinito”.

Per capire perché il volume finale e zero, dobbiamo guardare cosa succede a ogni passaggio della
sua costruzione (iterazione). Immaginiamo di partire da un cubo di lato | =1:

1. iterazione 0: abbiamo un cubo pieno: il volume é Vo =1,
2. iterazione 1: dividiamo il cubo in 27 cubetti e ne teniamo solo 20; il volume diventa i %

del precedente;
3. iterazione 2: ripetiamo I’operazione su ognuno dei 20 cubetti rimasti. 1l volume totale
diventa

20 20 _(20)
27 27 \ 27

4.

arriviamo all’ennesima iterazione: dopo n passaggi, il volume V, é dato dall’espressione:

(3
27



i . 20, . . : . :
Siccome la frazione Ee minore di 1, ogni volta che moltiplichiamo il volume per se stesso, questo

diventa piu piccolo. Se proseguiamo all’infinito (n —>oo), abbiamo:

lim (§j =0.
n—oo 27

In parole semplici: a ogni passo “si mangia” via una parte del materiale; se Si ripete I’operazione
infinite volte, non resta letteralmente piu nulla del volume originale.

Il paradosso della superficie infinita

Mentre il volume diminuisce, la somma della superficie esterna e interna aumenta drasticamente.
Ogni volta che si scava un buco, si creano nuove “pareti”” interne che prima non esistevano:

« al passaggio n, la superficie An cresce secondo il fattore (%) ;
.., 20, . . - . :

e poiché ry e maggiore di 2, la superficie aumenta a ogni iterazione;

« all’infinito, la superficie tende a «.

Domanda: con quale velocita tende all’infinito?

. . . . . 2
La risposta sta nel fatto che la superficie segue una progressione geometrica con ragione ?0 :

superando ampiamente il raddoppio a ogni stadio successivo.

» Ci proponiamo di dimostrare la (m)), di pag. 3.

La relazione tra scala e dimensione

Partiamo da esempi nel caso della geometria euclidea:

quando moltiplichiamo le misure lineari di una figura per un fattore k, il numero di “copie” della
figura originale contenute in quella nuova segue una legge precisa legata alla dimensione

dell’oggetto.

1. Oggetti unidimensionali: per esempio segmenti.

Se raddoppiamo, triplichiamo o quadruplichiamo la lunghezza di un segmento, otteniamo
rispettivamente 2, 3 0 4 copie del segmento originale. In una dimensione, la crescita é lineare:

. 21:2
e 31=3
. 41:4



fig.1 a a a a

2. Oggetti bidimensionali: per esempio rettangoli.

Se moltiplichiamo le misure lineari (base e altezza) di un rettangolo per un fattore k, I’area non
raddoppia semplicemente, ma aumenta secondo il quadrato del fattore di scala:

« raddoppiando (k = 2), otteniamo 22 = 4 copie;
« triplicando (k = 3), otteniamo 32 = 9 copie;
« quadruplicando (k = 4), otteniamo 42 =16 copie.

a a a
o[ e ] o[ | w ]
bl ab | ab |
a a a
b ab ab ab
fig.2 b| ab ab ab
b ab ab ab

3. Oggetti tridimensionali: per esempio parallelepipedi

Se moltiplichiamo le misure lineari (lunghezza, larghezza e altezza) di un solido per un fattore Kk, il
volume aumenta secondo il cubo del fattore di scala:

« raddoppiando (k = 2): otteniamo 23 = 8 copie;
« Triplicando (k = 3): otteniamo 3% =27 copie;
« quadruplicando (k = 4): otteniamo 43 = 64 copie.

abc

abce / abe
abe / 7 /
abe abe ,/
c b b
c /
c| abe abe b

fig.3 a a

abe

» Coerentemente con quanto analizzato finora, procediamo a giungere alla nuova definizione
della dimensione D prima gia utilizzata.

Indicati con:
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e n il numero di molteplicita (doppio, triplo, quadruplo, ...) delle dimensioni lineari della figura
data,

e f(n) la funzione che esprime il corrispondente numero delle copie della figura di partenza,
possiamo scrivere:

f(n)=n". 1)
Cosi, nel caso:
e del segmento,se n=7,é: f(7)=7"=
o del rettangolo, se n =4, &: f(4)=4>=16
o del parallelepipedo, se n=3: f(3)=3"=27

Ora, essendo f(n) certamente positivo, ricordando che se due espressioni sono positive ed uguali tra
loro, altrettanto sono uguali i loro logaritmi (in qualunque base), ed allora possiamo scrivere:

In f(n)=Inn®,
da cui, risolvendo rispetto alla variabile D, otteniamo:

In f(n)
Inn

In f(n)=D-lhn = D= )

che costituisce appunto la nuova definizione di dimensione.
ESEMPIO.

Nel caso f(n) = 9 ed n = 3, otteniamo:

_In9_|n32_2-ln3_2
n3 In3 In3

vedi il terzo disegno della fig. 2.

Ora ribaltiamo il problema (invece di ingrandire, rimpiccioliamo) e partiamo da una figura e di essa ne

prendiamo una sua parte, simile a sé stessa, cioé tale che i lati siano un n-esimo dei lati della figura

originaria. Per esempio, di un rettangolo di lati a e b costruiamo un rettangolo le cui dimensioni
b

- 1 a 1
siano a'=— e b'=—;
n n

|2

Allora abbiamo:
11



e ne il numero di volte che i lati del rettangolo assegnato contengono rispettivamente i lati del

rettangolino costruito,
e f(n) é la funzione che esprime il numero di copie del rettangolino contenute in quello
assegnato, pertanto, & valida ancora la (1) e quindi la (2).

Pertanto, nell’esempio, abbiamo  f(n)=n? , e quindi & (dalla (2)):
Inn* 2-Inn

D= = =2
Inn Inn

come ci dovevamo aspettare, infatti un rettangolo ha dimensione 2.
Problema. Determinare la dimensione della curva ottenuta secondo la seguente costruzione.

Dividiamo un assegnato segmento AB, per semplicita unitario, in 4 parti uguali (fig. ) quindi

abbiamo, in questa figura, 4 segmenti uguali. Sostituiamo ai due segmentini centrali la costruzione

della fig. 2, nella quale i segmenti a disposizione sono 8.

14 14 14 14

IR ) ; B a

14 14
14 14 ﬁ

14

116

o
it EEJ?

Su ognuno di questi segmenti ripetiamo la precedente costruzione (fig. y) ottenendo percio 64
segmentini uguali, ciascuno pari 1/16 di AB.

Y

Continuando indefinitamente questa costruzione (vedi fig. 6) dove la costruzione é fatta sul
generico segmento della fig. y, si ottiene una curva la cui lunghezza tende ad infinito.

Determiniamone la dimensione:

osserviamo che nelle varie successive costruzioni un segmento, suddiviso in 4 = 22 parti diventa una

spezzata formata do 8 = 23 segmenti, pertanto &:

12



h2* 3Ih2 3
In2 2h2 2

Questa curva ha quindi dimensione piu di una linea e meno di una superficie.
Prendiamo ora in esame il frattale di Cantor.

Cantor parte da un segmento unitario [0;1] che divide in tre parti uguali e ne cancella la terza parte
centrale (segmento aperto, cioé privo di estremi); restano quindi due segmenti laterali [0;1/3] e [2/3;1].

Cancella nuovamente la terza parte centrale in entrambi i segmenti rimasti; restano i quattro
segmenti [0;1/9], [2/9;1/3] , [2/3;7/9] e [8/9;1].

Continua questo procedimento all’infinito

0 1
0 1/3 2/3 1
0 1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9 1

0 1/27 2/27 1/9 2/9 7;’\27 827 1/3 2/3 19/27 20/27 7/9 8/9 25/27 26/27 1

Rileviamo che ad ogni procedura si ottiene che il numero dei segmenti raddoppia e che
contemporaneamente la lunghezza di ciascuno di essi risulta la terza parte dei segmenti della fase
precedente.

Ricordando che un segmento puo essere sempre diviso in un numero qualsivoglia di parti uguali, la
procedura descritta puo essere continuata all’infinito.

Osserviamo che la lunghezza della curva diventa sempre piu piccola, infatti ad ogni passo essa
diminuisce di 1/3 della curva del passo precedente:

0
o dal segmento dato togliamo % _2

31
1
e daciascuno dei 2 segmenti restanti togliamo 1 e quindi 2- 11 = 2 = 2—2
3 33 9 3
2
e daciascuno dei 4 segmenti restanti togliamo — e quindi 4- 111 = 4 = 2—3
333 27 3

e cosi di seguito.

Trattasi della somma di infiniti termini in progressione geometrica, di primo termine ge di
: 2 -
ragione 3 quindi convergente .

La totalita di cio che viene tolto dal segmento originario di lunghezza unitaria &
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Sembra quindi che non rimanga nulla del segmento dato, invece rimane una infinita di punti che

. . : 112 . . . .
Cantor chiama “polvere”. Rimangono punti come 0, 3'9°9" infatti ad ogni successivo
passo Viene eliminato un segmento aperto per cui gli estremi dei segmenti tolti non vengono
eliminati.

La dimensione di questo frattale, in virtu della (1), essendo n =3 (il segmento di partenza & diviso in 3

parti uguali) ed f(n)= 2 (ad ogni passo rimangono 2 segmenti, avendo tolto il segmento centrale del precedente),
e:

che, manifestamente, & un numero positivo minore di 1, quindi questa curva € piu di un punto e
meno di una linea, infatti é:

D :Iln—2 ~0.6309.

n3

» Poiché in questo trattato 1’operatore logaritmo e stato richiamato piu volte, appare opportuno
approfondirne la natura partendo dalla sua controparte logica: I’operatore potenza.

Relazioni tra potenze, radici e logaritmi.

Data I’operazione fondamentale a" =b, possiamo trovarci di fronte a tre scenari diversi a seconda
di quale sia I’incognita. Ognuno di questi casi definisce un’operazione matematica specifica:

potenza (incognita D): cerchiamo il risultato del prodotto ripetuto:

n

a =x =2 XxX=a-a-da-..da

n volte

radice (incognita a): cerchiamo la base che, elevata ad n, dia b:
y'=b > y=3b
logaritmo (incognita n): cerchiamo 1’esponente da dare ad a per ottenere b:

a’=b = z=log,b

Dimostrazione della soluzione logaritmica
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Mentre le prime due relazioni derivano direttamente dalle definizioni, la terza puo essere ricavata algebricamente. Partendo
dall'uguaglianza a® = b, applichiamo I’operatore logaritmo con una base arbitraria ¢ a entrambi i membri:

log.a*=log b;
per le proprieta dei logaritmi (regola dell’esponente), possiamo “portare fuori” la z:

z-log.a=Ilog b:
Isoliamo la z, otteniamo il rapporto:

_log.b *

1=
log.a

Applichiamo la relazione del cambiamento di base, espressa da

log.q,
log. p

log,q=

in cui ¢ ¢ la base di “comodo” scelta.

Se nell’equazione (*) scegliamo strategicamente la base ¢ = a, otteniamo:

- log, b
log, a

Poiché per definizione log,a=1, abbiamo:

z:Lgabzlogab-
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