ARCHITETTURA DEL PIANO.

Partiamo dal triangolo equilatero.

Un triangolo equilatero ¢ il poligono regolare piu semplice: una figura geometrica con tre lati
esattamente uguali e tre angoli identici. E il simbolo perfetto della simmetria planare.

Ecco le caratteristiche principali che lo rendono unico:

Proprieta geometriche:

« lati: tutti e tre i lati hanno la stessa lunghezza I;

« angoli: tutti e tre gli angoli interni misurano 60°, infatti poiché la somma degli angoli interni
di un triangolo e sempre 180°, in un triangolo equilatero abbiamo:

e punti notevoli: in questa figura, I’ortocentro, il baricentro, I’incentro e il circocentro
coincidono tutti nello stesso punto.

Ecco la tabella delle posizioni di questi particolari punti nei triangoli di vario genere

Punto Triangolo acutangolo | Triangolo rettangolo | Triangolo ottusangolo
Baricentro
(intersezione Interno Interno Interno
mediane)
Incentro:
(intersezione Interno Interno Interno
bisettrici)
Ortocentro Interno Sul vertice dell’angolo Esterno
(intersezione altezze) retto
Circocentro Interno Sull’ipotenusa Esterno

(intersezione assi)




Nel triangolo equilatero, la simmetria é tale che i quattro punti notevoli della geometria
piana collassano in un unico punto; questa “fusione” & la firma geometrica della perfezione
del triangolo equilatero.

Relazioni principali
Se conosciamo la lunghezza del lato I, possiamo ricavare tutto il resto:
e perimetro 2-p:
2-p=3-1
e altezza h:

I’altezza divide il triangolo in due triangoli rettangoli speculari (con angoli di 30°, 60° e
90°). Si calcola mediante il teorema di Pitagora applicato ad uno dei due triangoli rettangoli

speculari:
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Curiosita

e simmetria: ha 3 assi di simmetria (le altezze) e una simmetria rotazionale di 120°; infatti se
si ruota il triangolo attorno al suo centro (intersezione delle altezze) la figura apparira
esattamente identica alla posizione di partenza; in particolare se la rotazione avviene in
senso orario, il vertice A finisce esattamente dove si trovava il vertice B, il vertice B dove
era il vertice C, e cosi via. Poiché i lati e gli angoli sono identici, I’occhio non percepisce
alcun cambiamento.

o tassellazione: e uno dei tre poligoni regolari che possono ricoprire interamente un piano
senza lasciare spazi vuoti (insieme al quadrato e all’esagono).

Il ruolo del baricentro



Dal baricentro G (centro esatto del triangolo) tracciamo tre segmenti che lo uniscono ai vertici.
Questi segmenti dividono lo spazio intorno al centro in 3 angoli uguali di 120°. E il triangolo viene
suddiviso in tre triangoli isosceli uguali

Ordine di simmetria

o

0 j Questo

significa che durante una rotazione completa di 360°, la figura si sovrappone a sé stessa per 3 volte:

Il triangolo equilatero ha, come prima detto, una simmetria rotazionale di ordine 3 (

1. al20°
2. a240° (120° +120°)
3. a360° (120° + 120° + 120°), ritorno alla posizione originale.

Quadrato e esagono regolare:

o

e per un quadrato, la simmetria rotazionale ¢ di ordine 4 ( j Questo significa che durante

una rotazione completa di 360°, la figura si sovrappone a sé stessa per 4 volte;

o

0 ] Questo significa

e se fosse un esagono regolare, la simmetria rotazionale ¢ di ordine6 (

che durante una rotazione completa di 360°, la figura si sovrappone a sé stessa per 6 volte.

L e tassellazioni regolari

Esistono solo tre poligoni regolari che possono tassellare il piano da soli. Questo accade perché
I’angolo interno del poligono deve essere un divisore esatto di 360° (1’angolo giro attorno a ogni
vertice).

Questo crea una struttura a “griglia” estremamente stabile e rigida, motivo per cui viene spesso
utilizzata nelle strutture architettoniche e nei reticoli cristallini.



friangoli equilateri gquadrati esagoni regolari

Approfondiremo questo argomento successivamente.

Riprendiamo il nostro studio sul triangolo equilatero, concentrandoci sulle sue
proprieta uniche

Calcolo dei raggi delle circonferenze inscritta e circoscritta, che indico rispettivamente con r e R: il
segreto sta tutto nelle proprieta dei punti notevoli: in un triangolo equilatero, I’altezza h, la mediana,
la bisettrice e I’asse coincidono. Di conseguenza, il baricentro, I’incentro, il circocentro e
1’ortocentro sono lo stesso identico punto.

Sappiamo che la relazione che lega 1’altezza con il lato & h=

SE

Il baricentro, indicato con la lettera G, divide I’altezza in due parti che corrispondono esattamente ai
nostri due raggi:

« il raggio della circonferenza circoscritta R € la distanza tra G e un vertice;
« il raggio della circonferenza inscritta r € la distanza tra G e il lato (I’apotema).

C




Secondo le proprieta del baricentro, esso divide la mediana (altezza) in due segmenti tali che quello
che contiene il vertice e il doppio di quello che contiene il piede della mediana (vedi dimostrazione alla fine
del trattato), pertanto é:

1 143, 3

e r==-h = r==—-—-:I=—:1;
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° R:Eh = R:Eﬁl:ﬁl
3 3 2 3

Nota interessante: si rileva che R =2-r, cosi che il raggio del cerchio circoscritto (C.C.) &
esattamente il doppio di quello del cerchio inscritto (C.1.), le cui aree sono rispettivamente:
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La corona circolare € la regione di piano compresa tra le due circonferenze. Per trovarne I’area
dobbiamo semplicemente sottrarre I’area del cerchio minore dall’area del cerchio maggiore.
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NOTA. Nella maggior parte delle applicazioni pratiche, il raggio € una misura “teorica”. Per
misurare la sezione di un tubo o di un pistone a forma cilindrica, non si pu6 individuare facilmente
il centro esatto per misurare il raggio, allora con un calibro si misura I’intera larghezza: il diametro
d; per cui I’area della sezione viene scritta nel seguente modo:

d 2
-l =1;
2
confrontiamo quest’ultima con la precedente che riscriviamo nel seguente modo:
I 2
Tl =1,
2

cosi che possiamo concludere che I’area della corona circolare generata da un triangolo equilatero e
uguale all’area del cerchio avente per centro il punto medio di un lato e per diametro il lato stesso.



TORNIAMO AL PARTICOLARE IMPIEGO DI POLIGONI REGOLARI: la tassellatura.

I poligoni regolari possono essere utilizzati (mediante piastrelle, tasselli di vetro o di legno) nelle
pavimentazioni, nelle vetrate e negli intarsi.

Gli operatori possono ricoprire superfici piane a loro piacimento, con elementi anche irregolari (o
secondo le richieste di un potenziale cliente) ma, una cosa & certa: se vogliono ricoprire completamente una
superficie piana, senza lasciare interspazi tra i vari elementi utilizzati allo scopo, utilizzando solo
poligoni regolari, non possono che utilizzare:

In geometria e nello studio dei tassellamenti (o piastrellature), il punto in cui si incontrano i vertici
dei poligoni viene chiamato vertice del tassellamento quindi lo indico nelle figure con la lettera v.

e triangoli equilateri,
e quadrati
e esagoni regolari

Ricordiamo che la somma S degli angoli interni di un poligono di n lati (e quindi di n angoli) €
S =n-180°—360° = (n —2)-180°

Quindi, indicato con v il numero degli elementi che convergono in un punto, abbiamo:

e triangolo equilatero  v= 3660(1 =6
e (Quadrato V= 360 =4
90°
360° . .
e pentagono V= 108° che non & un numero intero
360°
e €5agono V= =
120°

poligono conn > 6 V non € un numero intero

Pertanto &: v =3, 4, 6.



Osservazione. L’angolo « formato tra due lati consecutivi & una funzione del numero n dei lati del
poligono:

n-2)-180°
a(n) = —( )
n
NOME DEL POLIGONO | NUMERO DEI LATI 71 a(n)
triangolo equilatero 3 60°
quadrato 4 90°
pentagono regolare 5 108°
esagono regolare 6 120°
900
ettagono regolare 7 — °
ottagono regolare 8 135°
ennagono regolare 9 140°
decagono regolare 10 144°
Cosi abbiamo.
60" Moo m \Q ..........
triangolo quadrato pentagono esagono B

E, per esempio, per il poligono regolare di 15 lati & o =156°




Cosi per il poligono regolare di 180 lati si ha o =178°.

E, con I’aumentare del numero dei lati, I’angolo tende ad avvicinarsi all’angolo piatto, infatti ¢:

jm (1=2)-180° _ (180" _ 360 j _180°—lim <29 _180°—0 = 180°
n—ow n n—ow n n—o n
ovvero il poligono regolare tende alla circonferenza
180°
Diamo ora una giustificazione della precedente asserzione:
deve essere
a(n)-v = 360°
OVVero
n-2)-180°
( r)] 80° | —360° = (n—2)-v=2-n =
2-n 2-n-4+4 2-(n-2)+4
vV=—— = V= = =
n-2 n-2 n-2
. 2-(n—2)+ 4
n-2 n-2
da cui:
V=2+—-r
n-2

Osserviamo attentamente 1’ultima equazione; in essa deve essere:

1. veN,
2. neN,/n>3

per cui nella frazione — il numeratore deve essere multiplo del denominatore; in virtu di quanto
n —

detto si hanno solamente i casi:
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e Con i triangoli equilateri, possiamo avere una pavimentazione come nella seguente figura




punti di

CONnvergenza

~ delle piastrelle

Si rileva come in ogni punto di convergenza confluiscono 6 triangoli; questo pavimento e quindi
poco usato perché nei punti di confluenza rimane piuttosto fragile e comunque piu costoso per
I’attenzione particolare che deve porre 1’operatore nel deporre le piastrelle.

e Con i quadrati abbiamo un pavimento come rappresentato nella figura

Molto elegante, anche se non facile a tenersi pulito, € il pavimento alla genovese in cui le piastrelle
bianche sono di marmo bianco e quelle nere di ardesia.

e Con gli esagoni possiamo avere diverse composizioni; per esempio la seguente disposizione
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Oppure questa altra

in cui le piastrelle esagonali sono colorate in modo tale da dare I’impressione di un rilievo; sembra
infatti di vedere

(D degli scalini con alzo nero o marroncino e pedata grigia
oppure

(dei cubi orizzontali che escono da una parete le cui facce perpendicolari alla parete sono le due

grigie, una chiara e 1’altra scura. (trattasi di un pavimento, di molto effetto, che si trova in saloni di case antiche
genovesi).

Osservazionel. Nella figura abbiamo volutamente contornato una piastrella esagonale con colore
rosso affinché il lettore rilevasse bene il singolo tassello della composizione.

Osservazione2. Si racconta un curioso aneddoto su Pitagora: durante la visita a un tempio, mentre i
discepoli lo invitavano ad ammirarne le volte, il Maestro li richiamo a osservare con attenzione il
pavimento. Questo era decorato con un mosaico di triangoli rettangoli isosceli (ovvero meta di un
quadrato), simile a quello mostrato nella fig. a.

Osservando il triangolo ABC, notiamo nella fig. b che il quadrato costruito sull’ipotenusa BC &
composto da 8 triangoli; allo stesso modo, i quadrati costruiti sui cateti AB e AC contengono,
insieme, altri 8 triangoli. Risulta quindi evidente che...

fig.a fig.b
11



Sorge quindi spontanea una domanda: é stato davvero questo aneddoto a dare origine al celebre
Teorema di Pitagora?

Problema curioso

Dopo I’acquisto di una grande villa, il nuovo proprietario decide di intervenire sul pavimento del
salone. Lo stato attuale (fig. c) vede la convivenza tra due lastre di pietra pregiata e due inserti
quadrati di scarso valore; I’obiettivo é recuperare il materiale prezioso per dare all’ambiente un
aspetto piu coerente. Il progetto mostrato nella fig. d risponde perfettamente a questa esigenza di
armonia e viene prontamente approvato.

Siinvita il lettore a scoprire in questa storiella una sfiziosa dimostrazione del teorema di Pitagora.

fig.c fig.d

Di seguito alcuni pavimenti con piastrelle poligonali di diverso tipo:

e Accoppiamento di ottagoni regolari con quadrati

“T380
1'02&,

e Accoppiamento di dodecagoni regolari con triangoli equilateri
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e Con soli rettangoli a due colori

La geometria dell’alveare: efficienza e tassellatura

E stato dimostrato che la tassellatura completa del piano — ovvero la copertura di una superficie
mediante poligoni regolari senza lasciare spazi vuoti — e realizzabile esclusivamente utilizzando
triangoli equilateri, quadrati o esagoni regolari.

In natura, le api costruiscono i propri favi adottando la forma del prisma retto a sezione esagonale.
Con il loro comportamento, queste creature sembrano "onorare" una specifica proprieta geometrica:
I'esagono regolare € lI'unico poligono capace di tassellare il piano che, a parita di perimetro
(isoperimetria), racchiude la massima area.

Estendendo questo principio allo spazio tridimensionale, il prisma a base esagonale si rivela il
solido ottimale: permette di riempire lo spazio senza lacune, garantendo al contempo il massimo
volume interno.

Le api risolvono cosi, istintivamente, un raffinato problema di massimo e minimo: impiegano la
minor quantita possibile di cera per costruire celle dalla capienza massima, perfettamente incastrate
tra loro. In termini matematici, potremmo dire che le api operano una tassellatura dello spazio
guidata dal principio di ottimizzazione geometrica.
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I PAVIMENTI SONO ARTE L’ltalia custodisce un patrimonio unico: dai templi di Paestum alle
grandi cattedrali, siamo i depositari dei mosaici piu preziosi al mondo. Forse 1’esempio piu alto e
maestoso é il pavimento del Duomo di Siena. Ne presentiamo qui due dettagli, straordinari per la
loro complessa armonia geometrica:

e Primo particolare

Trattasi di un grande esagono dentro al quale vi € un esagono piu piccolo con i lati paralleli al
precedente, e 6 altri esagoni che tassellano, con quello centrale, quello esterno. Ovviamente vi sono
6 interspazi a forma di rombo che vengono riempiti con tasselli adeguati

e Secondo particolare

La composizione e formata otto cerchi inscritti in una corona circolare, con punti di tangenza sia tra
i singoli elementi che rispetto ai due cerchi concentrici che li delimitano. Gli spazi di risulta sono
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costituiti da due serie di otto triangoli curvilinei, distribuiti simmetricamente lungo le curvature
interna ed esterna; il completamento della superficie richiede dunque I’inserimento di tasselli
geometrici dedicati.

NOTA. 1l pavimento del Duomo di Siena & un’opera straordinaria, definita da Giorgio Vasari

come “il piu bello, grande e magnifico che mai fosse stato fatto”. Poiché si tratta di un’opera
delicata e preziosa, la maggior parte dei pannelli & solitamente protetta da speciali coperture per
preservarli dal calpestio dei visitatori.

Tuttavia, il pavimento viene scoperto integralmente ogni anno per un periodo limitato.

Quando vederlo (date standard)

o Periodo estivo/autunnale: solitamente dalla fine di giugno (dopo il Palio di Provenzano)
fino alla meta di ottobre ),

« Settimana Santa: talvolta viene prevista una scopertura straordinaria ridotta durante il
periodo pasquale.

(*) Eraiil cuore degli anni Ottanta quando ricevetti un incarico che avrebbe segnato la mia carriera: il Ministro Falcucci mi scelse,
insieme a un gruppo di stimati colleghi, per progettare il futuro della formazione commerciale in Italia. Stavamo dando vita a quello
che sarebbe diventato I'indirizzo IGEA. L aspetto straordinario di quell’esperienza fu la cornice: Siena. Durante le quattro settimane
di lavoro, ebbi la fortuna immensa di trovarmi in citta proprio nei giorni dell’apertura al pubblico dei suoi celebri mosaici. Perdersi in
quell’unica, infinita bellezza fu un’emozione che ancora oggi porto nel cuore, un contrappunto perfetto al rigore tecnico del nostro
compito.

» Il richiamo della pag.4
Dimostrazione che il baricentro divide ogni mediana in due segmenti tali che quello adiacente al vertice sia il
doppio di quello adiacente al lato opposto. In figura é riportato il generico triangolo ABC nel quale sono

tracciate due delle tre mediane e precisamente AM e BN; vogliamo dimostrare:

AG =2-GM.

B

Il segmento MN congiunge i punti medi di due lati. Per le proprieta dei triangoli:

1. MN é parallelo al lato AB.
2. MN e lungo esattamente la meta di AB (AB =2 -MN).
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Osserviamo ora i triangoli ABG (quello “grande” da una parte del baricentro) e MNG (quello
“piccolo” dall’altra parte):

o gliangoli in G sono opposti al vertice, quindi uguali;
« gli angoli alterni interni (formati dalle rette parallele AB e MN tagliate dalle mediane) sono
uguali.
Quindi, i triangoli ABG e MNG sono simili.

Poiché sappiamo che AB = 2 -MN, il rapporto di similitudine tra i due triangoli & proprio di 2 a 1.

Questo significa che ogni lato del triangolo grande ¢ il doppio del corrispondente lato del triangolo
piccolo:

e AG e il doppio di GM;
e BG éil doppio di GN.

Conclusione: abbiamo dimostrato AG = 2-GM.
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