La “coppia unica scambiata” di X’ = y*,inZ".

Il teorema relativo alla ricerca di soluzioni intere positive per I’equazione x ¥ =y * non possiede un
nome proprio universalmente riconosciuto. Pertanto, nel contesto di questa trattazione, faro
riferimento ad esso come:

teorema dell’equazione delle potenze commutative per interi positivi

Ed ecco I’enunciato:
Le uniche coppie di numero interi positivi (x,y)/x =y sono (2,4) e (4,2).

DIMOSTRAZIONE 1.
L’equazione di partenza ¢
xY=yX 1)
Poiché le soluzioni sono intere, deve essere xeZ* AyeZ”,ovwverox>0ey>0.
Essendo i due termini della (1) positivi, posso passare al logaritmo naturale:
In (xy): In (yx);
per una nota proprieta dei logaritmi, é:
y-nx=x-Iny

divido ambo i membri per x e y:

Inx In
=2t @
X y
La (2) significa che le coppie di numeri interi (X, y) che soddisfano la (1) devono essere le
coordinate di punti in cui la funzione
In w
fw)==—= ©)

assume lo stesso valore perw =xew =y.

Analizziamo la (3) per nell’intervallo ]O;+oo[ allo scopo di capire quante soluzioni ha la (2) e quindi
la (1):

e limiti e asintoti:
. Inw
lim — =—o0
w—0" W
le funzioni a numeratore e a denominatore rientrano nelle ipotesi del teorema di “de
I’Hopital”, quindi
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lim W-o,
wo+o ]
pertanto la curva ha asintoto verticale di equazione w = 0;
1
. Ihw W
im — = lim Y=o,
W—>+o  \\/ w0 ]

pertanto la curva ha per asintoto orizzontale I’asse w, ovvero di equazione f (W) =0.
La curva interseca solo 1’asse delle ascisse nel punto A di ascissa 1, infatti

Inl1 O
O-"1-000 = ago)

e crescenza, decrescenza e punti estremanti:
la derivata prima é:

f'(w)=0 = 1-hw=0 = hw=1 = w=e;
segno della derivata prima; essendo il denominatore positivo li segno dipende da quello del

numeratore:
f'(w)>0 per Inw<1, ovvero per w < e, segue f(w) crescente nell’intervallo [0;€[;

f'(w)<0 per Inw>1, ovvero per w > e, segue f(w) decrescente nell’intervallo Je;+oo[;

. . N ne 1 1
pertanto la f ha un massimo M assoluto inw = e di ordinata —==- = M (e;—j.
e e e

fiw)

M

1. .
Per ’andamento del grafico, la retta di equazione f(W): h con0<h< " interseca la curva in due

punti (vedi figuraipunti I’ e I””).



OSSERVAZIONE. La curva ha un punto di inflessione (determinato mediante lo studio della derivata seconda)
3 3

di coordinate (eZ;E-eZJ , hon segnato in figura ma che giustifica, da questo punto in poi, la

concavita rivolta verso 1’alto della curva e quindi I’andamento asintotico della stessa sull’asse delle
ascisse.

flw)

Siamo alla ricerca di due interi distinti w’ e w’” tale che si verifichi f(w)= f(w").

Analizziamo allora la f per i primi interi:

=20 10="2 1@="0 19="0 1"

ma, f(4)= InT4 puo scriversi, per una nota proprieta dei logaritmi:

2
):In4:|n2 _zh2_h2 dacui  f(4) n f(2) L

f(4
4 4 4 2

abbiamo determinato due coppie di interi distinti w’e w’” che verificano f(w)= f(w"):

e lacoppia(w’ =2;,w’ =4),
e lacoppia(w =4, w’ =2).

E, queste coppie di interi sono le uniche coppie di numeri interi verificano la (1).

Giustifichiamo I'unicita di queste due coppie, rappresentando un adeguato grafico
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Ww=2 3 w'es 5 & W

nel quale si rileva:

In 2 1 : : . . .
L oper —=< f(w)<= le rette di equazione f(w)=h intersecano la curva in entrambi i
e

. . . . . . In
punti con ascissa non intera ad esclusione di quella che per passa per il punto (3; ?3] che

interseca la curva nei punti di ascissa w’’ = 3 (quindi intero), ma in W’ non intero.
In 2 . . . : o
2. per 0< f(w)< = le rette di equazione f(w)=h intersecano la curva in due punti di cui

certamente W’ non intero perché compreso tra 1 e 2.

» La dimostrazione che nell’equazione X ¥ =y * non esistono altre soluzioni intere positive, al di
fuori delle coppie (2;4) e (4; 2) é stata pubblicata da molti matematici, tra cui Carl Friedrich
Gauss che la risolse in modo completo per numeri interi.

DIMOSTRAZIONE 2.

Parto dall’equazione
XY=y 1)

scrivo la relazione di sostituzione

dove neZ—{0}.

che risolvo rispetto alla variabile y, considerandone Z* :

y:x-(l+%), (2

che sostituisco nella (1)



ovvero:

. ) 1
elevo ambo i membri alla —
X

ed elevo ambo i membri alla n:

x=(1+£jn; 3

Riprendo la (2) ove sostituisco la (3)

3l )

y = (uﬂm (4)
n

Nelle (3) e (4) le variabili x e y sono numeri interi solo se n = 1:

1
¢ x=(14]) -2 =2
1

1 1+1
. y:(uij -4

da cui €:

quindi la coppia di numeri interi (2; 4) verifica la (1).

» Per trovare le soluzioni intere, si puo riscrivere I’equazione in forma parametrica:



Per far si che x e y siano numeri interi, n deve soddisfare determinate condizioni.

1
=(1ef] -2 -2
1

1+1
y=(l+¥) =22 =4,

Se n =1, si ottiene:

1

Questa coppia (2, 4) € una soluzione.

Per trovare la coppia (4; 2), si ricorre sempre alle (2) e (4), e deve verificarsi

1+1 n+1
y:(1+}) =22=4 e y:(1+1] =2:
1 n

affinche cio si verifichi, deve essere ne Z ", in particolare pern = —2

-2 -2
RO

—2+1 -1
SRS

(4; 2) ¢ laltra coppia, soluzione della (1).

DIMOSTRAZIONE 3.

1. Sesi considera il caso in cui x <, si puo porre x = h- y. Sostituendo nell'equazione XY= y* si

ottiene:
y“' =(h-y)
y“=h-y
yk—l — h
1
y=hn

1
Per trovare soluzioni intere, h"! deve essere un numero intero. Questa condizione ¢ soddisfatta
solo per h = 2, da cui si ottiene:



Ed essendo Xx=hy, e x=2y=4,

2. Sesi considera il caso in cui y <X, si pud porre y = k- x. Sostituendo nell'equazione XY= y* si
ottiene:

Per trovare soluzioni intere, k- deve essere un numero intero. Questa condizione é soddisfatta
solo per k = 2, da cui si ottiene:

1
X=221=2"=2
E quindiy =2-x=4.
DIMOSTRAZIONE 4.

Come gia detto, le uniche coppie di soluzioni intere dell equazione trascendente

X' =y* @)

sono:

| due membri della (1) sono positivi perché entrambi funzioni esponenziali, pertanto deve essere X >0A Yy >0;
allora sono uguali loro logaritmi:

hx =hy* .
Per una nota proprieta dei logaritmi posso scrivere:
y-Inx=x-Iny,
e, per il secondo principio di equivalenza delle equazioni, é:

hx_Ihy, @)

X y
Detto k un numero razionale positivo, per una nota proprieta della divisione, € possibile scrivere:
k-lhx=Inhyak-x=y. (3)
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La (3) diventa
hx*=Ihyak-x=y,

ovvero (due logaritmi tra loro uguali hanno uguali i loro argomenti)

xX=yak-x=y (4)
e, per la proprieta transitiva dell’'uguaglianza:

x*=k-x,
ovvero
x-(x*—k)=0 . Q)

Risolvo la (5) rispetto alla variabile x, tenuto conto che deve essere (come gia detto) x > 0:

1

x = kK1, (6)

Mediante il software Derive, con ’istruzione “VECTOR?”, attribuiamo a k, per esempio, i valori da 0.25 fino a 4, con
passo 0.25

1

VECTOR([k, kkl}, k,0.25,3,0.25J ;

in esecuzione ottengo la seguente matrice (nella quale approssimo i valori della seconda colonna, per difetto, alla terza
cifra decimale):

025 6, 245
0.5 4
075 316D

1,25 2,441

il cui grafico, sul piano cartesiano OKX, &




Con la scelta opportunatamente fatta dei valori di k, rilevo due valori interi di x: il valore x =2 per
k =2 e il valore x = 4 per k = 0.5; pertanto, dalla seconda delle (4), ricavo rispettivamente y = 4 e
y=2.

Dimostro ora che le coppie di numeri interi (X; y) che verificano I’enunciato del teorema sono le sole coppie (2;4) e
(4:2) (sinoti infatti che il problema & simmetrico) .

Allo scopo studio la funzione (6) nel continuo.
11 suo dominio & ]0;1[ L Ji;+oc|

Determiniamo il suo comportamento agli estremi del dominio:

e lim x=+o0 segue che I’asse delle ordinate (k = 0) € asintoto verticale;
k—0"

e Imx=e la curva, grafico della funzione, in x = 1 ha una discontinuita eliminabile
k—1*

(osservare che nella matrice, a k=1 corrisponde, nella colonna delle x, il punto

interrogativo)

. lim x=1" segue che la curva ha un asintoto orizzontale destro di equazione x =1, a

K —+00

cui tende per eccesso.

Studio la crescenza e la decrescenza della curva; la derivata prima &

. ki-k
X=|-—— [-(k-Ink-k+1) )

(k-1)

k-2
k

nella quale il primo fattore & ( per K # 1) sempre negativo; allora mi concentro sul segno del secondo fattore
(k-Ink—k+1); ®)

la sua derivata prima Nk & negativa in ]O][ nullain1e positiva in ]1;+oo[ , quindi la funzione (8) ha minimo
assoluto  m(%0) . Inoltre, essendo:

e lim(k-lnk—k+1)=1

k—0"
o Jim (k-Ink—k+1)=-+oo

la (8) € sempre positiva nell’ambito del dominio della (6) che, pertanto, risulta decrescente; eccone il grafico

pruto i discontumita
clunmabile




Osservo attentamente il grafico:

e nel codominio ]l;e[ esiste un solo intero di x: € il numero 2, corrispondente a k = 2, ai quali corrisponde y =
4;
e nel codominio ]e;+oo[ esistono infiniti valori interi di x, pertanto, per k compreso tra 0 e 1 & conveniente

studiare la seconda funzione della (4):
1 k

y =k kit oVvero y = kKL,

Lascio al lettore di analizzare questa funzione, che comunque rappresento

L
bl

Lk ] 1.5 £ sh k

Si rilevera che nell’intervallo J0;[, corrispondente al codominio Ji;e[, cade un solo intero di y:

y =2, in k=0.5, i quali conducono al valore x =4,

Il teorema é quindi pienamente dimostrato.
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