IL PRINCIPIO DI FERMAT

Il principio di Fermat, detto anche principio di minor tempo, si riferisce a un fenomeno ottico
che fa parte della fisica che studia la teoria relativa alla propagazione della luce.

Esso afferma che: un raggio luminoso, per andare dalla sua sorgente S all osservatore O,
attraversando piu mezzi, non percorre un percorso rettilineo (ovvero la distanza euclidea), ma segue il
percorso sul quale impiega [’intervallo minimo di tempo.

Per semplificare la dimostrazione dell’enunciato stabilisco solo due mezzi trasparenti che
diversifichino per la natura della loro specifica composizione, separati da una superficie piana; per
esempio, che il raggio luminoso passi dall’aria all’acqua.

La sorgente luminosa S sia in una delle due zone e 1’occhio O dell’osservatore nell’altra, tale che le
due zone siano separate dal piano £.

Considero due ipotetici cammini del raggio luminoso:

1. SIO (dove I & il punto di incidenza sul piano A3 di separazione dei due mezzi) appartenente al piano «,

perpendicolare al piano S.
2. SI’O (dove I’ ¢ il punto di incidenza sul piano S di separazione dei due mezzi).

Rilevo che é:
SI'>SIAT'O> 10 1)

Indicate con v e w le velocita con cui viaggia il raggio luminoso rispettivamente nei due mezzi, il
tempo impiegato a percorrere il percorso SI’O & maggiore del tempo impiegato a percorre il
percorso S10; quindi il percorso corrispondente al minimo tempo impiegato e quello che avviene
sul piano «a. prima legge della rifrazione.

Indicato con V il piede della perpendicolare condotta da S sul piano £, stabilisco il sistema di assi
cartesiani xyz, come appare in figura.



Le posizioni della sorgente luminosa S e dell’osservatore O sono note, per cui risultano noti SV |

VR, RO che indico rispettivamente con m, n, p.

Rimane incognito il segmento VI che indico con x; pertanto &:

SI=vm?+x* e 10=4(p—x)+n®.
Come supposto per ipotesi, il raggio luminoso percorre:
e iltratto SI nell’aria con velocita V:

e iltratto 10 nell’acqua con velocita w;

ed allora I’intervallo di tempo impiegato dal raggio luminoso a percorrere il tratto:
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Ed allora, I’intervallo di tempo totale At per percorrere il tratto S10, é:

Vm® 4t (p—x) +n?

At = )
v w
Cerco la crescenza e decrescenza della (2), quindi derivo rispetto alla variabile x:
X —X
iAt = - P
dX  v.x?+m? weyx*—2-p-x+n®+p?
Per determinare gli eventuali punti estremanti, uguaglio a zero la derivata prima:
X —X
: =0 ®)
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Vedx?4m? we/x2 =2 p-x+n?+ p?

Gli estremanti, se esistono, si ottengono indagando sulle radici reali della (3), che non é proprio di
facile soluzione, ed allora uso un artificio per giungere allo scopo, pertanto la (3) puo essere scritta
come segue:
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Ora mi riferisco alla seguente figura che riporta solo I’ambiente del piano «
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Dai triangoli rettangoli SVI e 1KO, per definizione di seno, é:

- X : p—X
sini=—— e sinr = ,
x> +m? JX2=2-p-x+n’+p’
cosi che la (4) diventa:
sini_sinr
v w
oVvVero
sini v
= ()
sinr w

La (5) ¢ I’equazione che esprime la seconda legge della rifrazione.
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Per provare che, in questo caso, At € minimo devo calcolare la derivata seconda d—ZAt ; per le
X

posizioni fatte, é:
d sini sinr

o —At=T-_-T_
dx \Y; w
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| = At = At = el —
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Per stabilire che At € minimo, devo indagare sul segno della derivata seconda; ebbene rilevo che al
crescere di x:

, . di ..
e cresce I’angolo i e pertanto ™ € positivo,
X
e decresce I’angolo r pertanto :_r € negativo.
X

Tenuto conto che i due angoli i e r sono acuiti, sono positivi anche i loro rispettivi coseni; consegue
che:

cosi _L’.‘DEP ar

v w | |dx
Nt O
vy

+

da cui emerge chela derivata seconda é positiva e quindi trattasi proprio di un minimo.

NOTA STORICA. Pierre De Fermat (1601-1665) é stato uno dei piu grandi ed eccentrici
matematici di tutti i tempi; e stato anche precursore del calcolo infinitesimale, infatti aveva, fin dal
1629, raggiunto un suo metodo per la ricerca dei massimi e minimi di una funzione; riporto la
traduzione in italiano un suo scritto:

<< Tutta la teoria della ricerca del maximum e del minimum suppone la posizione di due incognite
e questa sola regola: sia a un’incognita qualunque della questione (che essa abbia una, due o tre
dimensioni secondo I’enunciato) si esprimera la quantita massima o minima in a a mezzo di termini
che potranno essere di grado qualunque. Si sostituira in seguito a + e alla incognita primitiva a e si
esprimera cosi la quantita massima o minima in termini in cui entreranno a ed e elevati a gradi
qualsiasi. Si “adégaleranno” ), per parlare come Diofanto, le due espressioni della quantita
massima e minima, € si sopprimeranno 1 termini comuni da una parte e dall’altra. Cio fatto, si
trovera che da una parte e dall’altra tutti i termini saranno affetti da e o di una delle sue potenze. Si
divideranno tutti i termini per e o per una potenza di e di un grado piu elevato, in modo che nell’uno
almeno uno dei termini di uno qualsiasi dei membri la e sparisca interamente. Si sopprimeranno in
seguito tutti i termini in cui entrera ancora e o0 una delle sue potenze e si uguaglieranno gli altri,
oppure, se in uno dei membri non resta niente, si uguaglieranno, cio che ¢ lo stesso, i termini in piu
ai termini in meno. La risoluzione di questa ultima equazione dara il valore di a che condurra al

massimo o al minimo riprendendo la sua prima espressione >>

Riporto un suo esempio

<< “Sja da dividere la retta AC in E, in modo che AE x EC sia massimo”



A E C

“Poniamo AC = b; sia a uno dei segmenti, 1’altro sara b — a e il prodotto di cui si deve trovare il
massimo: ba — a2. Sia ora a + e il primo segmento di b, il secondo sara b —a — ¢, e il prodotto dei
segmenti: ba — a2 + be —2ae —€?; deve essere adégalé al precedente: ba — a?;

“Sopprimendo i termini comuni: be ~ 2ae + €?;
“Dividendo tutti i termini b ~ 2a + €;

“Sopprimete e: b = 2a.

“Per risolvere il problema occorre dunque prendere la meta di b” >>

(*) Adégaler, per Fermat significa porre un’uguaglianza approssimata di due variabili che tendono

OSSERVAZIONE. Dal precedente esempio emerge il metodo con cui Fermat ricercava gli
eventuali minimi e massimi di una funzione: metodo fondato sul fatto che, nelle vicinanze di un
punto estremante, la variazione della funzione ¢ nulla. E’ analogo al procedimento che si usa in
analisi, infatti usando la simbologia attuale, egli calcola f(a+e)— f(a); successivamente divide
per e dicendoci che il quoziente calcolato deve essere uguagliato a zero, nel punto di massimo, per e
= 0. Consegue che il metodo usato da Fermat € analogo al metodo che utilizziamo attualmente; non
ha parlato di limiti, ma il suo ragionamento equivale a risolvere la seguente equazione:

im f(a+e)-f(a)

e—0 e

=0.

Con la teoria delle derivate, il problema é risolvibile cercando il massimo della funzione
y=b-a-a’
nella quale la variabile indipendente € a. Allora, la derivata prima é:

y =b-2-a,

il cui zero e o che rende massima la y, infatti, é:

y =-2<0.

LA RIFRAZIONE ASTRONOMICA.

La Terra ¢ circondata dall’atmosfera la cui densita varia da luogo a luogo; posto che la Terra sia
circondata da strati di atmosfera concentrici di diversa densita (in figura ne ho considerato solo quattro ai
fini didattici), 1 raggi luminosi che provengono dal cosmo, prima di giungere sulla superficie terrestre,
vengono rifratti passando da uno strato al successivo percorrendo teoricamente una spezzata; in
realta la traiettoria dei raggi luminosi tende ad essere curvilinea.



Nella seguente figura e rappresentato schematicamente quanto detto:

e il raggio AM, proveniente dall’astro A, che giunge la superficie del primo strato y
dell’atmosfera nel punto M, con un angolo di incidenza i;

e il raggio deviato MN, con angolo di rifrazione r = i, che attraversa il primo strato y
incidendo la superficie del secondo strato &, nel punto N, con angolo di incidenza i’;

e il raggio deviato NP, con angolo di rifrazione r’ = i’, che attraversa il secondo strato &
incidendo la superficie del terzo strato p, nel punto P, con angolo di incidenza i’’;

e il raggio deviato PQ, con angolo di rifrazione r’’ =i’’, che attraversa il terzo strato z, nel
punto Q, con angolo di incidenza i’’’

e il raggio deviato QO, con angolo di rifrazione r’’> =i’”’, che attraversa il quarto strato
p, che giunge all’occhio dell’osservatore O.

Pertanto ¢ 1’ultimo raggio rifratto QO, che giunge all’occhio dell’osservatore O, fa vedere 1’astro in
una posizione apparente A4°, piu in alto di quella vera A.

La rifrazione € quasi nulla per astri molto vicini allo zenit (nulla per un astro allo zenit) ed aumenta al
diminuire dell’altezza, pertanto, il massimo valore si ha per astri al loro sorgere o al 1oro tramonto,
tal che puo raggiungere valori cospicui, anche piu di mezzo grado.

La conseguenza di questo fenomeno comporta I’esistenza di triangoli astronomici, considerando
’altezza vera dell’astro, con distanza zenitale maggiore dell’angolo retto.



Un osservatore, a causa di questo fenomeno vede:

il sorgere del Sole quando ¢ ancora sotto all’orizzonte vero, in generale il sorgere "in
anticipo" di una stella rispetto ai calcoli che non tengono conto della rifrazione,

il tramonto del Sole quando ¢ gia sotto I’orizzonte vero, in generale Il tramonto "in ritardo"
di una stella rispetto ai calcoli che non includono la rifrazione.

lo schiacciamento verticale del Sole e della Luna quando sono appena sorti o stanno per
tramontare,

Il "curvare" delle traiettorie delle stelle che stanno sorgendo o tramontando,
I’apparente “sorgere” e “tramontare” del Sole, agli equinozi, non esattamente,
rispettivamente, nel cardine est e nel cardine ovest.

» Ma, la rifrazione non é la sola causa che porta 1’osservatore a misurare (col sestante) 1’altezza di un
astro, maggiore di quella vera; esiste un altro fenomeno che si chiama rifrazione geodetica (vedi un
libro di astronomia nautica).

Ci serviamo della seguente figura per giustificare la precedente asserzione. In essa é:

O ¢ I’occhio di un osservatore sollevato di 4O = e metri sul livello del mare; e si dice
elevazione;

h’h ¢ la traccia del piano orizzontale parallelo all’orizzonte vero o astronomico H’FH, esso
si dice orizzonte apparente;

il circolo minore (di polo A) 7”BT si dice orizzonte geometrico, ottenuto dalle semirette di
origine O e tangenti alla sfera terrestre (OT’ e OT sono le generatrici del cono di base
T’BT sul piano della figura); si rileva, per una proprieta geometrica su quattro rette a due a
due perpendicolari, che 1’angolo OCT ¢ uguale all’angolo TO#h; quindi se questo angolo ¢
espresso in primi d’arco, rappresenta la distanza sferica (misurata in miglia marine)
dell’orizzonte geometrico dal piede della verticale dell’osservatore;

il circolo minore (sempre di polo 4) M DM si dice orizzonte ottico o marino, ottenuto dalle
curve di rifrazione geodetica di origine O e tangenti alla sfera terrestre (OM’ e OM sono
le generatrici curve del cono di base M’BM sul piano della figura); ’arco di circolo massimo
AM esprime, in quell’istante, la visuale massima in miglia dell’osservatore;

I sidice depressione geometrica;
i sidice depressione apparente;

r si dice angolo di rifrazione geodetica.
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Gli astronomi, quando e possibile, programmano le osservazioni degli astri quando questi sono in
prossimita della loro culminazione; cosi anche a bordo di una nave ’ufficiale di coperta eviterebbe
di osservare astri la cui altezza sia inferiore a 20°.

NOTA.

Riporto la formula semplice che consente la determinazione del valore corretto della rifrazione,
dedotta dall’astronomo irlandese Robert Stawell Ball (1840-1913)
P

r'=21.7"——.coth )
273+t°

nella quale:

e r”’¢ il valore effettivo della rifrazione, espresso in secondi sessagesimali,

e P ¢ lapressione atmosferica espressa in mm, fornita dal barometro,

e 1°¢ latemperatura dell’aria, espressa in gradi centigradi,

e h ¢ I’altezza apparente rifratta dell’astro, misurata al teodolite o con il sestante, dopo aver
eseguita la correzione di indice,

o 273 +t° ¢ la temperatura media dell’atmosfera, espressa in gradi Kelvin, corrispondente alla
temperatura centigrada t° (infatti in ambiente scientifico fisico-chimico viene usata la scala Kelvin nella

quale lo zero assoluto — 273.15°C; si rileva che, per convenzione, la lunghezza di 1K ¢ uguale alla lunghezza di
1°C, per cui ha senso addizionare o sottrarre gradi Centigradi con gradi Kelvin)

La seguente € una caricatura di Robert Stawell Ball, pubblicata dalla rivista VVanity Fair del 13
aprile 1905, nella quale il disegnatore ha voluto evidenziare I’esuberante soddisfazione
professionale della classe astronomica del tempo.



(*) Le effemeridi riportano la formula analoga

0.36 P cotan h/(273+T)

in cui 0.36 sono primi sessagesimali e la temperatura T ¢ espressa in gradi centigradi, quindi I’espressione corretta é:
0.36' P cotan h/(273+t°)

Nella formula si fa riferimento alla pressione atmosferica P, misurata in mm di mercurio; tale unita

di misura ¢ stata sostituita, nel sistema internazionale, dall’ettopascal (hPa).

P Ricordo che la pressione atmosferica standard ¢ quella misurata, considerando 1’accelerazione di

gravita g = 9.80066522, su una superficie unitaria di 1 cm?:
s

1. alla latitudine normale di 45°,
2. al livello del mare,
3. allatemperatura di 0°C,

corrispondente alla pressione di una colonnina di mercurio di 760 mm.

Pero, nel Sistema Internazionale (Sl), la pressione viene misurata in ettopascal (hPa),
particolarmente usata in meteorologia in quanto é equivalente alla tradizionale unita millibar nel
sistema CGS, che ha finito col sostituirla, cosi che é:

latm = 760mmHg (o torr) =1013.25hPa =1013.25mbr

Allora, se uso ’ettopascal, nella formula deve essere modificato il coefficiente moltiplicativo
0.36’ con altro coefficiente che tenga conto dei hPa, ottenibile dalla proporzione:

760:1013.25=0.36: X,
da cui, €:
X =0.479960526 = 0.48.

Pertanto la formula €:
0.48' P cotan h/(273+t%)



OSSERVAZIONE 1. La rifrazione (calcolata in secondi sessagesimali come ha fatto Ball, o in primi
sessagesimali come appare sulle effemeridi) determinata con la pressione misurata in mmHg risulta uguale
alla rifrazione determinata con la pressione misurata in hPa, quindi le due formule sono equivalenti

OSSERVAZIONEZ2. Riguardo alla determinazione della rifrazione, sulle effemeridi é scritto:

" where P is the atmospheric pressure in millimeters, h the altitude and T the temperature in Celsius
degrees; the standard values adopted on the table are P=760 mm e T=10°C ".

Quindi le tabelle sono costruite sul valore di 10°C (ritenuta la temperatura media mondiale sulla superficie
terrestre), allora dico: tutte le formule empiriche sono suscettibili di essere variate a seconda del
mutamento, che nel tempo, subiscono le variabili, in esse, in gioco.

Ed allora, forse, quella formula dovrebbe avere un aggiornamento, constatato che la temperatura
media mondiale sulla superficie della Terra attualmente sia di 15°C?

» L ’espressione della rifrazione, riportata dalle effemeridi, nella quale la pressione e espressa in

mmHg (¢ sottointeso che esprime 1’angolo di rifrazione, in primi sessagesimali), e:

2 . v-cot(h
0.36-p-cot(h) _ 25 p-cot(h) *)
273+t 273+t

Nella (*) faccio variare la pressione p da 735 mmHg a 785 mmHg, con passo 5 mmHg, da cui la
seguente matrice:

P r
1323.007 (h)
73—
5.(t + 273)
1332.coT(h) 1377.coT (k)
70 — 76§ —m———
S5.(t + 273) 5.(t + 273)
1341.co1 (h) 1386.cot(h)
s — 770
S-(t + 273) 5.(t + 273)
270.07 (h) 279.co1(h)
750 7 —_—
t + 273 t+ 273
1359.c07 (h) 1404.cot(h)
7% — 780 —
5.(t + 273) 5.(t + 273)
1368. 0T (h) 1413.co1(h)
s — 785
S-(t + 273) 5.(t + 273)

Posso prendere una riga qualunque di questa matrice ed assumere come variabile d’azione la temperatura t espressa in
gradi centigradi, facendola variare da 8° a 28° con passo 2°; prendo, per esempio, la prima riga; da cui la seguente
matrice:
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- p r

1323.c01 (h)
7 8 —
1405
¢ 1
1323.co1(h) 1323.co1 (h)
735 20—
R | s
441.007 (h) 1323.cor' (h)
— 73 2 —
men 475 1475
189.cor(h) 49.cot (h)
735 14— 735 24
205 55
1323.co7 (h) 1323.cot(h)
735 16 — o R —
1445 1495
441.c01(h) 189.007 (h)
735 18— R R —
I 485 Y 215 J

Anche in questa matrice posso prendere una riga qualunque ed assumere come variabile d’azione
I’altezza della stella espressa in gradi sessagesimali, e facendola variare da 10° a 28° con passo 1°;
prendo, per esempio, la prima riga, ed ottengo la seguente matrice:

\ g

p t h r 735 8 19 2.734712449
735 8 10 5.340288859 735 8 20 2.587126424
735 8 11 4.844302464 735 8 21 2.453048279
735 8 12 4.430053832 735 8 22 2.330633385
735 8 13 4.078677994 735 8 23 2.218357779 | (wx)
735 8 14 3.776699768 735 8 24 2.114951353
735 8 15 3.514237166 735 8 25 2.019347086
735 8 16 3.283878511 735 8 26 1.93064198
735 8 17 3.079955882 735 8 27 1.848066689
735 8 18 2.898060725 735 8 28 1.770961646

'

Dalla matrice (**) estraggo la matrice formata dalle ultime due colonne, prendendo solo le righe le
cui altezze h sono espresse da numeri pari

h r
[ 10 5.340288859

wv

12

>

.430053832

14

w

.776699768

16

w

.283878511

18

N

.898060725 ()

20

N

.587126424
22 2.330633385

24

N

.114951353

26

[y

.93064198

L 28

=

.770961646 |

cosi ottengo le coordinate di 10 punti, che diagrammo
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» Voglio determinare il polinomio interpolante che deve essere di nono grado (perché i punti sono 10);
mi avvalgo del software Derive.6, senza riportare la procedura, ma scrivendo subito il risultato:

-1 9 -9 8 -7 7 -5 6
- 1.450433747.10 +h + 2.75583186.10 -.h - 2.332310584.10 .h + 1.157455881.10 :h -

5 4 3 2
0.0003728870195+:h + 0.008145755994.h - 0.1221545752.h + 1.241253839.h - 8.181668243.h + 31.51397761

il quale porge il seguente grafico

5 10 15 20 25 30 I

» Determino, per esempio, la rifrazione per h = 24°48°= 24.8°; basta sostituire questo valore nella
variabile h della funzione ottenuta:

-11 9 -9 8 -7 7 -5 6
- 1.450433747.10 .24.8 + 2.75583186.10 .24.8 - 2.332310584.10 .24.8 + 1.157455881.10 .24.8 -

5 4 3 2
0.0003728870195.24.8 + 0.008145755994.24.8 - 0.1221545752.24.8 + 1.241253839.24.8 - 8.181668243.24.8

+ 31.51397761 =2.037888108
Confronto questo risultato col valore che ottengo con la (*)

0.36-735-cot(24.8°)
273+8

=2.037889205

OSSERVAZIONE. Il valore numerico interpolato non si discosta di molto dal valore (approssimato)
ottenuto dalla formula di Ball.

Pertanto 1’altezza (considerata altezza osservata) corretta di rifrazione €:
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24°48° - 2’= 24°46’
Prova con le effemeridi:

entro nelle tabelle delle correzioni delle “altezze di stelle e pianeti” e leggo il valore della
correzione ¢ corrispondente ad ho = 24°48’; essa ¢:

=358
Siccome e c2=40"—r’, ho ’equazione
35.8°=40" —r’,

che, risolta rispetto ad r’, ottengo r’ = 2’ che ¢ il valore intero approssimato dei valori
precedentemente determinati con I’espressione di Ball o con il polinomio interpolatore.

m Nella seconda colonna della matrice (***) eseguo la differenza tra ciascuna riga e la precedente
(le differenze sono quindi nove):

[ 1 5.340288859 - 4.430053832 | [ 1 0.910235027 ]
2 4.430053832 - 3.776699768 2 0.6533540639
3 3.776699768 - 3.283878511 3 0.492821257
4 3.283878511 - 2.898060725 4 0.385817786
#14: 5 2.898060725 - 2.587126424 | = 5 0.3109343009
6 2.587126424 - 2.330633385 6 0.2564930389
7 2.330633385 - 2.114951353 7 0.2156820319
8 2.114951353 - 1.93064198 8 0.184309373
[ 9 1.93064198 - 1.770961646 | L 9 0.159680334 |

da cui si evidenzia la diminuzione dell’angolo di rifrazione all’aumentare dell’altezza.

OSSERVAZIONE.

La funzione (*) dipende da tre variabili indipendenti; in essa, stabilita la pressione media di P = 760
mmHg, rimangono 2 variabili:

. 0.36-760

r'= -cot ho;
273+t°

in quest’ultima faccio variare la temperatura di 10° in 10°, a partire da 0° fino a 30°e quindi rimane
una sola variabile:

456-cotf =1 1368 cot| 1368.cot] Z° N 456-cotl =1
180 ) 180 180 ) | 180 )

r - ] - 1 - 1 - )

455 1415 1465 505

le riporto in grafico
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5 10 15 20 s I

Costruisco la funzione f(h), ottenuta dalla differenza tra la prima con la quarta delle precedenti
funzioni r:

455 505

f(h)= 456-cot(h)  456-cot(h)

e ne calcolo I'ordinata per h=5° e h=25°

f(5°)= 456-cot(5°)  456-cot(5°) 1134175574
455 505
f(25°) = 456-cot(25°)  456-cot(25°) -~ 0.2127940715

455 505
Diagrammo r = f(h), r =f(5°) e r =f(25°)

r

1)

7=1.134175574

r=0.2127940715

5 10 15 20 25 h

La retta di equazione r=1.134175574 interseca la curva nel punto rosso e la retta di equazione
r=0.212790715 nel punto azzurro (anche I’occhio vuole la sua parte):

e non é trascurabile il valore r=1.134175574, ma e riferito ad una altezza al di sotto dei 10°,
limite minimo di osservazione suggerito;
e ¢ quasi insignificante il valore r=0.212790715 corrispondente all’altezza 25°.
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Da quanto detto rimane giustificata la costruzione di tavole, basate su valori medi di pressione e di
temperatura e in funzione delle altezze osservate, per determinare 1’angolo di rifrazione; per quanto
riguarda la temperatura, non sembra necessario aggiornarne il valore medio mondiale della

superficie terrestre.
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